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ИЕРАРХИИ ГЛАДКИХ МНОГООБРАЗИЙ 
С ТОЧНОСТЬЮ ДО НУЛЕВОГО И ПЕРВОГО ПОРЯДКОВ  

 
Даны иерархии гладких многообразий в виде последовательностей. 

Последовательность нулевого порядка состоит из параллелизуемого 
многообразия, группы Ли и абелевой группы Ли. Каждая из трех после-
довательностей 1-го порядка для голономных, полуголономных и неголо-
номных гладких многообразий включает базу параллелизуемого расслое-
ния линейных кореперов, иначе говоря, базу пространства расширенной 
аффинной связности, базу пространства аффинной связности без кру-
чения и аффинное пространство. 

 
Hierarchies of smooth manifolds in the form of sequences are given. The 

sequence of zero order consists of the parallelized manifold, Lie group and 
Abelian group of Lie. Each of three sequences of the 1st order for the ho-
lonomic, semi-holonomic and the non- holonomic smooth manifolds includes 
base of the parallelized bundle of linear coframes, in other words, base of space 
of expanded affine connection, base of space of affine connection torsion-free 
and affine space. 
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1. Рассмотрим n-мерное гладкое многообразие nM . Г. Ф Лаптев [1] 
показал, что в окрестности текущей точки x многообразия nM  можно 
ввести совокупность n линейно независимых дифференциальных 
форм Пфаффа 

iω  ( , ... 1,i n= ), 

причем первые интегралы iu  вполне интегрируемой системы уравне-
ний 0=ωi  являются локальными координатами точки n

i Mux ∈)( . Усло-

вие полной интегрируемости системы 0=ωi  имеет вид 

 i
j

jid ω∧ω=ω , (1) 

где i
jω  — линейные формы, не являющиеся, вообще говоря, линейны-

ми комбинациями базисных форм iω . 
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Для продолжения структурных уравнений (1) продифференциру-
ем их внешним образом: 

( ) 0i k i k
j j kdω −ω ∧ω ∧ω = . 

Разрешим эти кубичные уравнения по лемме Лаптева [1]: 

 i
jk

ki
k

k
j

i
jd ω∧ω+ω∧ω=ω , (2) 

причем линейные формы i
jkω  удовлетворяют условиям 

 
i i
jk [jk]

i
[ k] ( ) { }

0 0

, 0, 0,

j jk k

i l i i
j jkl jk l jkl

ω ∧ω ∧ω = ⇔ ω ∧ω ∧ω = ⇔

⇔ ω = l ω l = l =
 (3) 

где квадратные скобки обозначают альтернирование, круглые скоб-
ки — симметрирование, а фигурные скобки — циклирование. 

2. Пусть формы i
jω  — линейные комбинации базисных форм kω : 

 ki
jk

i
j ωµ=ω , (4) 

где i
jkµ  — некоторые функции. Продифференцируем уравнения (4) с 

помощью структурных уравнений (1), (2): 

0)( =ω∧ω+ωµ+ωµ−µ ki
jk

i
l

l
jl

l
k

i
jl

i
jkd . 

Разрешим квадратичные уравнения по лемме Картана 
li

jkl
i
jk

i
l

l
jl

l
k

i
jl

i
jkd ωµ=ω+ωµ+ωµ−µ  ( [ ] 0i

j klµ = ). 

Используем уравнения (4): 

 i
ml

m
jk

m
kl

i
jm

i
jkl

i
jkl

li
jkl

i
jk

i
jkd mm−mm+m=mωm=ω+m ˆ,ˆ . (5) 

Проальтернируем дифференциальные уравнения (51) по нижним 
индексам и воспользуемся выражениями (31): 

 [ ] [ ]ˆ, ,i i l i i i i i
jk jkl jk jk jkl jk l jkldC C C C= ω = µ = µ −l . (6) 

Дифференциальные уравнения (61) показывают, что i
jkC  — абсо-

лютные инварианты. 
Если существенно используются только структурные уравнения (1) 

многообразия nM , то будем говорить о многообразии 0
nM , рассматри-

ваемом с точностью до нулевого порядка. В случае выполнения условия 
(4), которое назовем условием замкнутости нулевого порядка, уравнения 
(1) примут вид 

 kji
jk

i Cd ω∧ω=ω . (7) 
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Тогда многообразие 0
nM  станет параллелизуемым многообразием, 

которое обозначим .P
nM  Продифференцируем структурные уравнения 

(7) и получим 

( ) 0ji i l i l k
jk lk j jl kdC C C− ω − ω ∧ω ∧ω = . 

Используем уравнения (4), (61): 

( ) 0ji i m i m k l
jkl mk jl jm klC C C C C− − ω ∧ω ∧ω = , 

откуда следует 

[ ] [ ] ][ 0i i m i m
jkl m k jl klj mC C C C C− − = . 

Поскольку в каждых квадратных скобках есть пара рядом стоящих 
индексов, по которым имеется антисимметрия, альтернирование пре-
образуется в циклирование 

{ } { } }{ 0i i m i m
jkl m k jl klj mC C C C C− − = . 

Воспользуемся антисимметрией инвариантов i
jkC  по нижним ин-

дексам 

0=++ m
kl}

i
m{j

m
lj}

i
m{k

i
{jkl} CCCCC . 

Приведем подобные члены: 
 { } { }2 0i i m

jkl m j klC C C+ = . (8) 

Утверждение 1. Абсолютные инварианты i
jkC , входящие в структур-

ные уравнения (7) параллелизуемого многообразия P
nM , и их пфаффовы про-

изводные i
jklC  подчиняются [2, с. 31] обобщенным тождествам Якоби (8). 

Продолжим дифференциальные уравнения (61): 

)(mod0 mi
jklCd ω≅ , 

то есть пфаффовы производные i
jklC  абсолютных инвариантов i

jkC  
также являются абсолютными инвариантами, поэтому инвариантны 
равенства 0=i

jklC . Тогда дифференциальные уравнения (61) примут 
вид 

0=i
jkdC . 

Параллелизуемое многообразие P
nM  превратится в группу Ли nG  

со структурными уравнениями (7), в которых i
jk constC = . Из обобщен-

ных тождеств Якоби (8) получим тождества Якоби 

0=m
kl}

i
m{jCC . 
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Наконец, если постоянные обратятся в нуль 0=i
jkC , то группа Ли 

станет абелевой группой nĜ . 
Упомянутые классы гладких многообразий 0

nM , рассматриваемые 
локально с точностью до нулевого порядка, описываются иерархиче-
ской схемой 

0 ˆP
n n n nM M G G→ → → , 

где стрелка означает, что каждое следующее многообразие — особый 
случай предыдущего. 

3. В общем случае условие замкнутости (4) не выполняется, поэтому 
при фиксации точки nMx∈  структурные уравнения (2) дают 

 )( 0=ω
ω=ππ∧π=π i

i
k

k
j

i
jd . (9) 

Это структурные уравнения линейной группы GL(n), dim GL(n) = n2, 
поэтому обозначим ее 2n

L . Она называется также дифференциальной 

группой 1-го порядка 1
nD  [1]. 

Утверждение 2. Над гладким многообразием nM , не являющимся па-

раллелизуемым многообразием P
nM , имеется главное расслоение линейных 

кореперов )(2 nn
ML  со структурными уравнениями (1), (2), типовым слоем 

которого является линейная группа 2n
L , эффективно действующая в 

n-мерном линейном пространстве nT , касательном к многообразию nM  в 
точке x. 

Утверждение 3. Если многообразие nM  станет параллелизуемым мно-

гообразием P
nM , в частности группой Ли nG , то расслоение )(2 nn

ML  выро-
ждается. 

4. Продолжая структурные уравнения (2), получим 

 i
jkl

ll
k

i
jl

l
j

i
lk

i
l

l
jk

i
kjD ω∧ω+ω∧ω−ω∧ω−ω∧ω=ω , (10) 

 0,0, }{)(][ =λ=λωλ=ω i
kλmj

i
mkλj

mi
jkλm

i
kλj . (11) 

Пусть трехиндексные формы i
kjω  — линейные комбинации базис-

ных форм lω  и слоевых форм 1-го порядка l
mω : 

 l
m

im
klj

li
klj

i
kj ων+ων=ω .  (12) 

Продолжим эти условия замкнутости 1-го порядка 

 0≈ω+ν i
klj

i
kljd , 0 (mod , )im l l

jkl mdν ≈ ω ω . (13) 
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Проальтернируем уравнения (12) по нижним индексам 

[ ] [ ] [ ]
i i l im l
jk jk l jk l mω = ν ω + ν ω , 

что в сопоставлении с выражениями (111) дает 

 [ ] [ ], 0i i im
jk l jkl jk lν = l ν = .  (14) 

Возможность последних равенств вытекает из дифференциальных 
сравнений (132), показывающих, что im

kljν — абсолютные инварианты на 
расслоении )(2 nn

ML . 
Внесем выражения (12) в структурные уравнения (2): 

 i
klj

i
jkl

l
m

kim
jkl

lki
jkl

i
k

k
j

i
j RRd ][, ν=ω∧ων+ω∧ω+ω∧ω=ω . (15) 

Расслоение кореперов 1-го порядка )(2 nn
ML  стало параллелизуе-

мым многообразием, базу которого обозначим 1P
nM . Иначе говоря, по-

лучили структурные уравнения (1), (151) пространства расширенной 
аффинной связности без кручения [3]. 

Замечание. При выполнении условия замкнутости 1-го порядка 
(12) не предполагается выполнение условия замкнутости нулевого по-
рядка (4), при котором расслоение )(2 nn

ML  вырождается, поэтому мно-

гообразие 1P
nM  не является параллелизуемым многообразием P

nM . 

Альтернируя дифференциальные сравнения (131) по индексам k, l и 
учитывая выражения (111), (152), получим 0≈i

jklRd , что вместе с диффе-
ренциальными сравнениями (132) дает 

Утверждение 4. Компоненты объекта кривизны },{ im
jkl

i
jklR ν  расширен-

ной аффинной связности являются абсолютными инвариантами на паралле-
лизуемом расслоении )(2

1P
nn

ML . 

Если 0=ν im
jkl , то уравнения (151) примут вид 

 lki
jkl

i
k

k
j

i
j Rd ω∧ω+ω∧ω=ω . (16) 

Получили структурные уравнения (1), (16) пространства аффинной 
связности без кручения 

nn
L

,2 , которое часто обозначается nnA , . Абсо-

лютные инварианты i
jklR  на пространстве аффинной связности 

nn
L

,2  

образуют тензор кривизны этого пространства на базе 1A
nM  простран-

ства 
nn

L
,2 . 

При аннулировании тензора кривизны i
jklR  уравнения (16) упро-

щаются: 
 i

k
k
j

i
jd ω∧ω=ω . (17) 
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В этом случае пространство аффинной связности 
nn

L
,2  вырождается 

в аффинную группу GA(n) со структурными уравнениями (1), (17), 
причем база 1A

nM  становится аффинным пространством nA . 

5. В общем случае условия замкнутости нулевого и первого поряд-
ков (4), (12) не выполняются, поэтому при фиксации точки nMx∈  
уравнения (10) принимают вид 

 l
k

i
jl

l
j

i
lk

i
l

l
jk

i
kjD π∧π−π∧π−π∧π=π . (18) 

Итак, получили структурные уравнения (9), (18) дифференциаль-
ной группы 2-го порядка 2

nD  [1], причем условие (31) дает 0=πi
k]j[ , сле-

довательно, 2 21dim ( 3)
2nD n n= + . Группа 

)3(
22

2
2
1)(

+
==

nnn LnGLD  имеет 

фактор-группу 1
nD . 

Утверждение 5. Над гладким многообразием nM , не являющимся базой 
1P

nM  параллелизуемого расслоения касательных кореперов 1-го порядка 
1

2 ( )P
nn

L M , существует главное расслоение соприкасающихся кореперов 2-го по-
рядка )(

)3(2
2
1 nnn

ML
+

 со структурными уравнениями (1), (2), (10), типовым 

слоем которого является дифференциальная группа 2-го порядка 
)3(2

2
1 +nn

L , 

имеющая фактор-группу 2n
L  и эффективно действующая в соприкасающем-

ся пространстве nnn
TT ⊃

+ )3(2
1 . 

6. Характеризуя многообразие nM  только с помощью структурных 
уравнений (1), (2), будем говорить о многообразии 1

nM , рассматривае-
мом с точностью до 1-го порядка. Если в условии локальной симметрии 
(31) для форм i

kjω  имеем 0≠λi
kλj , то есть формы i

kjω  не являются сим-
метричными: 

0≠ωi
k]j[ , 

то назовем 1
nM  полуголономным гладким многообразием 1-го порядка 1S

nM . 
В особом случае, когда 

00 =ω⇔=λ i
k]j[

i
kλj , 

но 0≠ωi
kj , то есть ненулевые формы i

kjω  симметричны, назовем 1
nM  

голономным гладким многообразием 1-го порядка 1H
nM . 

В особенном случае, когда 
0=ωi

kj , 

назовем 1
nM  тривиальным гладким многообразием 1T

nM , причем 1T
n nM A= . 
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Более того, если условия (31) не выполняются, то есть структурные 
уравнения (2) получены не в результате продолжения структурных 
уравнений (1), то будем говорить о неголономном гладком многообра-
зии 1-го порядка 1N

nM  [3]. Это произойдет, например, при невыполне-
нии условий (14). 

Классы гладких многообразий 1
nM  (см.: [4]), рассмотренные локаль-

но с точностью до 1-го порядка, образуют следующую иерархию: 
 

111

111

111

A
n

P
n

H
nn

n
A
n

P
n

S
n

A
n

P
n

N
n

M̂M̂MA

AMMM

M~M~M

→→←

↓↓↓

→→→

↓↓↓

→→

, 

 
где значки ∼ и ∧ отмечают базы пространств расширенной и обычной 
аффинных связностей в неголономном и голономном случаях. 
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